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1 . INTRODUCTION 

Les ph8nom8nes vibratoires sont devenus d8terminants dans la conception 
des helicopteres modernes, d'une part parce que le confort des passagers 
et de l'equipage doit aujourd'hui etre une preoccupation majeure, et d'au­
tre part parce que les deformations periodiques qu'ils entrainent, influent 
directementsur les durees de vie des pieces et materiels embarques. Ce 
probleme se ramene a l'etude du comportement d'un systeme elastique, consti­
tue par la structure et la mecanique, sous les sollicitations altern8es 
d'un syst8me excitateur, constitu8 par le rotor, dont la fr8quence d'excita­
tion est directement liee au regime de rotation et au nombre de pales. 
La solution consistera done a dimensionner les elements elastiques de telle 
mani8re que les modes propres du syst8me ne soient pas accord8s sur l'exci­
tation, ou que le point d'excitation se trouve a un noeud. 

Cependant la connaissance de ces modes propres est un probleme rendu 
tres ardu par la complexite des structures, pour lesquelles les theories 
habituelles de la Resistance des Materiaux exigent des hypotheses et des 
simplifications souvent abusives. D'oU la n8cessit8 d'autres m€thodes de 
calcul permettant de decrire plus fidelement le comportement elastique de 
tels systemes; Ces methodes existaient sur le plan theorique depuis la fin 
du siecle dernier, groupees sous le vocable de Theoremes de l'Energie de 
Deformation. Malheureusement l'utilisation de ces theoremes etait freinee 
par le fait qu'ils conduisent a la resolution de systemes d'equations a 
tr8s grand nombre d'inconnues, impossible a r8aliser a 1'8poque. 

Il fallut attendre les annees 60 pour que l'apparition des ordinateurs 
et la formulation matricielle de ces theoremes permettent de les utiliser 
de mani8re intensive. 

2. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

Lorsque la structure etudiee consiste en un assemblage d'elements lies 
entre eux en un nombre fini de points, certaines techniques empruntees a 
l'Analyse des Reseaux permettent de decrire parfaitement le comportement 
elastique du systeme. 

En prenant comme parametres les deplacements et les efforts en ces points, 
l'ecriture des conditions de compatibilite et d'equilibre aux extremites 
conduit a une relation matricielle de la forme 

K Vj = Sj ( 1 ) 
ou Vj = jdx1 dy

1 
dz 1 dx

2 
dy2 dz 2 dxn dyn dzn t 

et Sj = j Fx 1 Fy1 Fz1 Fx2 Fy2 Fz2 Fxn Fyn Fzn} 

sont les composantes des deplacements et des efforts en chaque point dans un 
systeme global de coordonnees. 
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Cette analogie avec un reseau incite a appeller noeuds ces points de 
liaison. 

Dans le cas d'une structure continue, le nombre de ces points de liaison 
devient infini et les relations deviennent des equations differentielles 
dont l'integration est impossible dans la plupart des cas. La Methode des 
Elements Finis consiste alors a remplacer ces elements reels par des elements 
idealises a nombre de jonctions fini, dont l'etat de contrainte est simule 
par un ensemble de forces fictives concentrees en ces noeuds, et dont le 
travail sous lea deplacements des noeuds (supposes etre les deplacements 
reels de ces points) est equivalent a l 1 energie de deformation des elements 
r8els. 

La structure idealisee constituee de ces elements fictifs est alors 
etudiee suivant les memes techniques que precedemment. 

2.1. Caracteristiques des elements idealises 

Le deplacement reel d'un point M a l'interieur de l'element, defini par 
la colonne u = \ ux, uy, uz) , peut 1\tre interpol€ en fonction des depla­
cements des noeuds par une onction matricielle B, telle que : 

u = B Vj (2) 

Vj etant la colonne des deplacements aux noeuds de l'element. 
Lea coefficients de B ne dependant que des coordonnees de M et de celles 
des noeuds. 

Lea deplacements etant supposes petits, les deformations en M s'expriment, 
au premier ordre, en fonction des d8riv6es de u 

t = b Vj avec (oB 
b = f bx' 

bB ~) 
by' bz 

(3) 

Pour simplifier l'expose nous ne tiendrons compte ni de deformations 
initiales, ni d'effets de temperature. 

La contrainte au point M s'exprime alors en utilisant la loi de Hooke 
generalisee par : 

a= Kv t = Kv b Vj (4) 

Si nous appliquons aux noeuds un deplacement virtuel 0 Vj 
position d'equilibre, la variation virtuelle d'energie sera 

or 0 t = b 0 Vj entraine OU = 0 ~ jl { v b t Kv b dv) 

auteur de la 
OU =~ 0 tta dv 

v 
Vj 

Lea forces concentrees auxtnoeuds de l'element idealise effectuent un 
travail virtuel OW = 0 V. Sj. 

J 
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Le theorems du travail virtuel exprime qu'a l'equilibre, il y a egalite 
entre la variation d'energie interne et le travail effectue par les 
forces exterieures, et ceci quel que soit le lot de deplacements virtuels 

choisi, do[clv bt Kv b dv l Vj = Sj (5) 

et par analogie avec (1) 

Kj = I 
IV 

t b Kv b dv 

appelee matrice de rigidite de l'element. 

2.2. Matrice globale de rigidite 

(6) 

Si les deplacements de tous les noeuds de la structure sont ranges dans 
un vecteur colonne r, les conditions de compatibilite s'expriment simple­
ment par le fait que le vecteur Vj des deplacements aux noeuds de l'ele­
ment j peut etre extrait de r par une matrice booleenne telle que 

Vj = a. r 
J 

(7) 

Les efforts exterieurs suivant les axes etant eux aussi rassembles dans 
un vecteur F, nous pouvons inversement distribuer les efforts Sj aux 
barnes de l'element j dans un vecteur Fj de meme longueur que F par la 
relation : 

F = at SJ. 
j j 

(8) 

Les conditions d'equilibre s'ecrivent simplement 

F = F. I t 
S. I = a. 

j J j J J 

et en tenant compte de (1)et(7) 

F = [ Ij 
t K. aj] r = K r (9) aj J 

Cette matrice K represents done l'equilibre de la structure complete ; 
elle est evidemment symetrique. Mais l'ensemble des efforts exterieurs 
devant aussi etre en equilibre, cette matrice est aussi singuliere. 

En effet lea relations d 1 equilibre (en general 6) du vecteur F peuvent 
s'ecrire AF = AKr = 0. 

Ceci devant etre vrai ~uel que soit le vecteur r la relation AK = 0 
traduit la singularite (en general d'ordre 6) de K. 
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2.3. Relations lineaires entre les deplacements 

2.4. 

Certaines liaisons cinematiques entre les noeuds de la structure peuvent 
se traduire par des relations lineaires entre les degres de liberte de la 
forme. 

Ic.r.=O 
l l 

( 10) 

Ce sera le cas par exemple pour un appui oblique •(relation entre les 
degres de liberte d'un m@me noeud), ou pour un ensemble den noeuds relies 
par une piece consideree comme infiniment rigide (les deplacements de n-1 
noeuds s'exprimant en fonction des deplacements d'un seul). 

En selectionnant dans (10) un degre j et ceci dans chacune de ces rela­
tions, on d8finit un vecteur des degr8s 8limin8s : 

r. = ~ r. 
J l 

r. designant l'ensemble des degres 
r~stant. 

(9) peut alors s'E!crire (en notant I une rna trice unite de mBme ordre que 
r i) 

::: ][; l -[ :; l [ 'u ( 11 ) r. 
Kji l 

L' application du theoreme des travaux virtuels a cette equation s'8crit 

~ t I [' '" l I 

~t I 
F. 

t I I K~: 
t I I 

1 

Or. p r. = or. ( 1 2) 
l K .. l l F. 

JJ J 

Les produits effectues permettent de voir qu'en fonction des seuls depla­
cements r. nous pouvons utiliser une matrice de rigidit8 et un vecteur 
second me~bre, respectivement 8gaux a : 

~t t 
(13) ~ = K .. + Kij ~ + K .. + p Kjj ~ ll Jl 

t ( 14) FL = Fi +' p F. 
J 

Analyse statique 

Elle consiste a resoudre le systeme d'equation (9), K etant singuliere, 
cela n'est possible qu'en tenant compte des conditions aux limites (e.g. 
appuis statiques). En permuttant lignes et colonnes dans (9) nous pouvons 
grouper en bout de colonne tous les degres de libertes dont la valeur est 
fixee par ces conditions 

K11 K12 
= ( 1 5) 

K21 K22 
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Si ces connitions sont r2 ; d la resolution s'6crit 

-1 ( 
K 11 F1 - K12 d) ( 16) 

et les reactions aux appuis sont donnees par la deuxi8me equation 

( 17) 

En utilisant (4) et (7) nous pouvons alors calculer les contraintes 
dans chaque element : c:J; Kv b aj r. 

2.5. Calcul des modes propres 

Le second membre de l'equation (9) est alors constitue par les forces 
d'inertie. La deformee etant de la forme q; r e't.Jt cette equation 
devient : 

(K - t.J2 
M) q ; 0 ( 18) 

M, dite matrice de masse, peut etre obtenue de la meme fa9on que K, en 
integrant dans chaque element les forces de volume. Cependant, pour une 
structure a6ronautique, et plus sp6cialement pour un h6licopt8re, la masse 
des elements resistants est faible devant la masse des ensembles mecani­
ques et des equipements. 

Aussi suffit-il de considerer des masses ponctuelles regroupees aux 
noeuds, en faisant intervenir si necessaire les inerties massiques vis a 
vis des degres de liberte de rotation. 

M est alors diagonale, et peut done etre manipulee tres facilement. 

L'equation (18) peut s'8crire 

( 
-1 

M K- ( 1 9) 

forme canonique d'un syst6me aux vecteurs propres. 

Ce systeme peut facilement etre symetrise en faisant le changement de 
variables X; M t q, qui conduit a : 

(20) 

2.6. Condensation du systeme 

Les processus utilisables de recherche des elements propres d'une matrice 
etant iteratifs, il n'est pas raisonnable de resoudre le systeme (20) pour 
des ordres depassant quelques centaines. 

Cependant la description par elements finis de la structure complete 
conduit a des systemes d'ordres beaucoup plus eleves. On est alors conduit 
a regrouper les masses sur certains noeuds (e.g. les points ou sont situes 
les masses les plus importantes). 
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3. 

La colonne des deplacements q peut alors ~tre scindee en degres de masse 
et degree sans masse, et le systeme s'Scrit : 

K K M 0 qm mm mo 
2 ; 0 - w 

K K 0 0 qo om 00 

En eliminant les degres qo on est conduit a 
(K -

2 
M) 0 w qm ; 

c 

K K - K K 
-1 

K avec ; 

c mm mo 00 om ( 21 ) 

qo ; - K -! K om qm 00 

PROGRAMMES DE CALCUL 

La Methode des Elements Finis, telle qu'elle a ete exposee ci-dessus, a 
ete programmee a la Division Helicopteres de l'AEROSPATIALE. Deux programmes 
ant ete developpes, pour l'etude du statique et du dynamique, qui, dans 
la description de la structure, admettent taus deux le m~me jeu de donnees. 

Ils disposent d'une biblioth9que comprenant des 818ments 

- longit~dinaux travaillant en traction-compression 

- plans travaillant en membrane 

- longitudinaux capables de flexion 

- plans capables de flexion 

- volumiques 

Taus deux sont capables de liaisons cinematiques entre les elements par 
l'intermSdiaire de relations lin8aires. 

3.1. Programme statique 301 

La methode utilisee pour la resolution est l'algorithme de Cholesky. 
L'ordre des systemes a traiter et le,nombre de cas de calcul ne sont pas 
limites, le programme decoupant la matrice en fonction de la place dispo­
nible en memoire centrale. En fait la veritable limitation porte sur le 
temps de calcul, qui se trouve notablement augment€ par l'op8ration de 
decoupage. Afin de diminuer l'occupation memoire de la matrice, un sous­
programme genere une numerotation interne des noeuds, transparente pour 
l'utilisateur, qui permet dans certains cas des gains de temps de l'ordre 
de 1 a 5. 

Les cas de calcul peuvent etre constitues d'efforts appliques aux noeuds, 
de charges reparties sur les elements. Qe contraintes thermiques, de depla­
cements imposes aux noeuds, ou de toute combinaison de ces chargements. 
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3.2. Programme dynamique S02 

Theoriquement illimite lui aussi dans sa capacite de traitement, il se 
trouve lui aussi limite en pratique par le temps de calcul, l'operation 
la plus longue etant la condensation de la matrice de rigidite. Cette 
phase est effectuee par etapes successives, chaque pas de calcul traitant 
le nombre maximum de lignes compatible avec la zone memoire disponible. 

La recherche des elements propres de la matrice finale peut se faire par 
trois methodes differentes, dont la plus performante consiste en une 
tridiagonalisation de Householder suivie d'un algorithme QR. Les vecteurs 
propres resultant alors de l'application des transposees des matrices de 
transformation. 

Cette maniere de faire est insensible a l'ordre de multiplicite des 
valeurs propres, et en particulier a la presence de modes de deplacement 
en corps rigide. Le calcul de ceux-ci permet d'ailleurs de verifier que 
la condensation n'a pas trap d8natur8 par son impr8cision le probl8me 
etudie. On ne doit en effet y deceler aucune deformation. 

4. EXEMPLE DE CALCUL 

Le calcul des modes propres de l'helicoptere SA 341 "Gazelle" a ete 
effectue par les programmes decrits ci-dessus. 

Fig. 1 

Le modele, decompose en 10 sous-structures afin de faciliter l'idealisa­
tion, comportait 354 noeuds relies par 836 elements, representant un modele 
de 1598 degres de libertes. Ce modele est visualise sur la figure 2. 

Les idealisations de certaines sous-structures ont pu etre contr8lees par 
comparaison des fleches calculees par le programme statique avec celles 
mesur8es en essai. 
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Lea masses ont ete regroupees en 45 noeuds, donnantune matrice dynamique 
d'ordre 133, dent on a calcule 20 modes elastiques a basse frequence. Trois 
de ces modes sont representee sur la figure 3. Le fondamental de l'excita­
tion etant a 19Hz (3() ), on voit sur cette figure que lea modes 3 et 9 
sent pres de la resonance. 

Cependant le centre rotor est quasiment sur noeud du mode 8 et celui-ci 
repond peu. Par centre le deplacement en Z important du point d 1 excitation 
sur le mode 9 montre que ce dernier participera beaucoup a la reponse 
globale. Si la participa·tion de la cabine est assez faible (le mode presen­
te 2 noeuds a cet endroit), le deplacement vertical du plancher reservoir 
est important, ce qui explique le fort niveau vibratoire rencontre en 
vol sur cet element. 

Przemieniecki 

REFERENCES 

TheorT of Matrix Structural Analysis. Me Graw 
Hill 1968) 

2 Zienkiewicz The Finite Element Method 2nd Edn. 
Me Graw Hill (1971) 

3 I. Holand and K. Bell : Finite Element Methods in Stress Analysis 
Tapir ( 1969) 

4 R.J. Guyan 

5 J.H. Wilkinson 

Reduction of Stiffness and Mass Matrices, J. Am. 
Inst. Aeron. Astron. 3,380 (1965) 

The Al ebraic Ei Problem 
Clarendon Press 

11.8 



z 
0 

•,:: 

~ 
'.:J 
< w 
"' ·-

N 

' ' . • ..,J--;rr.-: 

.6. ,,, _...- ... 
'!...- .\ .• .... 

. \;/ 

ll. 9 



------------------
---

----
F:7.52Hz 

---------------

---

MOOE H0 I F = 17·96 Hz 

--- ---
--

----~-------- --------

----------- MOD£ H•' F: 1t.U Hz 

• F16. l 

11.10 

' ' I 

' ' 

' ' 
' I 

' ' ' ' ' 

' 

' 
I 

' ' ' ' 

' ' ' ' 
' ' ' ' ' ' 

' 
/ 


