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. INTRODUCTION

Les phénoménes vibratoires sont devenus déterminants dans la conception
deg hélicoptéres modernes, d'une part parce que le confort des passagers
et de l'équipage doit aujourd'hui &tre une préoccupation majeure, et d'su-
tre part parce que les déformationg périodiques gu'ils entrsinent, influent
directement sur les durédes de vie des pidces et matériels embarquéa. Ce
provléme se raméne & 1'étude du comportement d'un systdme élastique, consti-
tué par la structure et la mécanique, socus les sollicitations alternées
d'un systéme excitateur, constitué par le rotor, dont la fréguence d'excita-
tion est directement liée au régime de roiation et au nombre de pales,
Le solution consistera donc & dimensionner leg éléments élastiques de telle
manidre que les modes propres du systéme ne soient pas accordés sur l'exci-
tation, ou que le point d'excitation se trouve & un noeud.

Ceperndant la connaissance de ces modes propres est un probléme rendu
trés ardu par la complexité des structures, pour iesquelles leg théories
habituelles de 1a Résistance des Matériaux exigent des hypothéses et des
simplifications scuvent abusives. D'ol la nécessité d'autres méthodes de
calcul permettant de décrire plus fideélement le comportement élastique de
tels systémes. Ces méthodes existaient sur le plan théorique depuis la fin
du sitcle dernier, groupées sous le vocable de Théorémes de l'Energie de
Déformation, Malheureusement l'utilisation de ces théorimes était freinéde
par le fait qu'ils conduisent & la résolution de systémes d'équations &
tres grand nombre &'inconnues, impossible & réaliser A 1'époque.

Il fallut attendre les anndes 60 pour que l'apparition des ordinateurs
et la formulation matricielle de ceg théorémes permettent de les utiliser

de manidre intensive.

LA METHODE DES ELEMENTS FINTS

Lorsque la structure étudide congiste en un assemblage d'éléments lidés
entre eux en un nombre fini de points, certaines techniques empruntées &
1'Analyse des Réseaux permettent de décrire parfaitement le comportement
élastique du systéme.

En prenant comme paramétres les déplacements et les efforts en ces points,
l'écriture des conditions de compatibilité et d'équilibre aux extrémités
conduit & une relation matricielle de la forme :

KV =5] (1)
{dx1 dy1 dz, dx, dy, dz, ..... dx, dy, dz

ol Vj ny
et S = {Fx1 Fy, Pz, Fx, Fy, Fz, ..... Fx Py, an}

gont les composantes des déplacements et des efforts en chaque point dans un
gystéme global de cocrdonnées.
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Cette analogie avec un réseau incite & appeller noeuds ces points de
liaisgon,

Danz le cas d'une structure continue, le nombre de ces points de liaison
devient infini et lea relations deviennent des équations différentielles
dont l'intégration est imposgsible dans la plupart des cas. La Méthode des
Eléments Finis consiste alors A& remplacer ces éléments réels par des éléments
idéalisés & nombre de jonctions fini, dont 1'état de contrainte est simulé
par un ensemble de forces fictives concentrées en ces noeuds, et dont le
travail sous les déplacements des noeuds (supposés gtre les déplacements
réels de ces points) est équivalent & 1l'énergie de déformation des éldments
réels.

La structure idéalisée constituéde de ces éléments fictifs est alors
étudiée suivant les m@mes techniques que précédemment.

2.1. Caractéristiques des éléments idéalisés

Le déplacement réel 4'un point M & l'intérieur de 1'élément, défini par
la colonne u = {ux, uy, uzJ » peut &tre interpold en fonction des dépla-
cements des noeuds par une fonction matricielle B, telle que :

= B Vj (2)

Vi étant la colonne des déplacements asux noeuds de 1l'élément,
Les coefficients de B ne dépendant que des coordonnées de M et de celles

des noeuds.

Les déplacements étant suppcsés petits, les déformeticons en M s'exzpriment,
au premler ordre, en fonction des dérivées de u :

E=bVj avec b=T*f (bx §§s %SJ (3)

Pour simplifier l'expogé nous ne tiendrons compte ni de déformations
initiales, ni d'effets de température.

La contrainte au point M g'exprime alors en utilisant la loi de Hooke
généralisée par :

O=Kve =Xv b Vj (4)

Si nous appliquons aux noeuds un déplacement virtuel &Vj autour de la
pesition d'équilibre, la variation virtuelle d'énergie sera SU-ssa g dv
£ v
or Se=1b &Vj entratne BU = BVj v* kv b av Vi
v

Les forces concentrées aux noeuds de 1'élément idéalisé effectuent un
travail virtuel OW = évj S3.
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2.2,

Le théoréme du traveil virtuel exzprime qu'a 1'dquilibre, il y a édgalité
entre la variation d'énergie interne et le travail effectué par les
forces extérieures, et ceci quel que soit le lot de déplacements virtuels
choisi, done

»% kv b av Vi = 53 (5)

v
et par analogie avec (1)

Kj = j b¥ Kv b av (6)
v

appelée matrice de rigidité de 1'élément.
Matrice globale de rigidiié

Si les déplacements de tous les nosuds de la structure sont rangés dans
un vecteur celonne r, les conditions de compatibilité s'expriment simple=-
ment par le fait que le vecteur Vj des déplacements aux noeuds de 1'414-
nent } peut &tre extrait de r par une matrice booléenne telle que :

Vi=a, rr (7)
J
Les efforts extérieurs suivant leg azes étant eux aussi rassemblés dans
un vecteur ¥, nous pouvons inversement distribuer les efforts $j aux
bornes de 1'élément j dang un vecteur Fj de mdme longueur que P par la
relation 1
£
F., =a, 8] 8
g = a8 (8)
Les conditions d'équilibre s'éerivent simplement
F=y F.=2 a¥ s,

3 J j J J

et en tenant compte de (1) et (7)

P=X ag Kj ajir = X'p (9)
J

Cette matrice K représente donc l'équilibre de la structure complizte ;
elle egt évidemment symétrique. Mais l'ensemble des efforts extérieurs
devant aussi &tre en équilibre, cette matrice est aussi singulidre.

En effet les relations d'équilibre (en général 6) du vecteur F peuvent
g'éorire AF = AKr = 0,

Ceci devant &tre vrai quel que gsoit le vecteur r la relation AK =0
traduit la singularité ?en général d'ordre 6) de K.
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2.3, Relations linéaires entre les déplacenments

Certaines liaisons cinématiques entre les nceuds de la structure peuvent
se traduire par des relationg linéaires entre les degrés de liberté de la
forme.

e, r, =0 (10)

Ce sera le cas par exemple pour un appuil oblique’(relation entre les
degréa de liberté d'un mdme noeud), ou pour un engsemble de n noeuds reliés
par une piéce consgidérée comme infiniment rigide (les déplacements de n-1
noeuds s'exprimant en fonction des déplacements d'un seul).

En sélectionnant dans (10} un degré j et cecl dans chacune de ces relam-
tiong, on définit un vecteur des degrés éliminéds :

r.= B r r. désignant l'ensemble des degrés
J réstant,

(9) peut alors s'éerire {en notant I une matrice unité de méme ordre que

I'i -
Kii Kij I Fi

v = (11)

B i F

-

K.. X..
Ji JJ
L'application du théoréme des travaux virtuels & cette dquation s'dorit

Kii Kij I

—d

F.
% £ l
r, = &r, |I I (12}
¥X.. X B * 1 P P,

Ji 733 J

6r: iI Bt!

Les produits effectués permettent de voir qu'en fonction des seuls dépla-
cements r, nous pouvons utiliser une matrice de rigidité et un vecteur
second mefibre, regpeciivement égaux & :

t t
KLmK..+KijB+i3Kji+ B %, B (13)

i1

Fr

2.4. Analyse statique

t
F. +:B F (14}

Elle consiste & résoudre le systdme d'dquation {9). K étant singulidre,
cela n'eat possible qu'en tenant compte des conditions aux limites (e.g.
appuis statiques). En permuttant lignes et colonnes dans {9) nous pouvons
grouper en bout de colonne tous les degrés de libertés dont la valeur est
fizée par ces conditions :

K11 K12 T

(15)

K21 Kz2 r
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2.5,

2.6,

Si ces conditions sont r, = d la résolution g'éerit :

-1
r,o= K (F1 ~ K, d) (16)

et les réactions aux appuis sont données par la deuxiéme équation :

F. =K. r, +K..d (17)

En utilisant (4) et (7) nousg pouvons alors calculer les contraintes
dans chague élément : O= Kv b aj r.

Calcul des modes propres

Le second membre de 1l'équation (9) est alors constitué par les forces
d'inertie. La déformée étant de la forme q = r et Wb cette édquation
devient :

(K—waM)q=O (18}

M, dite matrice de masse, peut Btre obtenue de la méme fagon que K, en
intégrant dang chagque élément les forces de volume., Cependant, pour une
structure aéronautique, et plus spécialement pour un hélicoptére, la masse
des éléments résistants esgt faible devant ls mzgse des ensembles mécani-
ques et des équipenments.

Aussi suffit-il de considérer des masses ponctuelles regroupées sux
noeuds, en falsant inftervenir si nécessaire les inerties massiques vis &
vis des degrés de liberté de rotation.

M est alors disgonale, et peut donc &tre menipulde trég facilement.
L'équation (18) peut s'éerire :
(' k- WI)g=0 {(19)

forme canonique d'un systéme aux vecteurs propres.

Ce systime peut facilement &tre symétrigé en faissnt le changement de
variables X = M ¥ q, qui conduit & :

et winx=o0 (20)
Condensation du systéme

Les processus utilisables de recherche des éléments propres d'une matrice
dtant itératifs, il n'est pas raisonnable de résoudre le gystéme (20) pour
des ordres dépassant guelques centaines.

Cependant la description par éléments finis de la structure compléte
conduit & des aystémes d'ordres beauccup plus élevés., On est alors conduit
& regrouper les masses gur certains noceuds (e.g. les pointa oll sont situéds
les masses les plus imporianies),
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La colonne des déplacements q peut alors &tre scindée en degrés de masse
et degrés sans magge, et le systéme s'éerit

En éliminant les degrés go on est conduit i :

(KC - W M) qm = O

r ~1
avec KC = Kmm - xmo KUO Kom (21)

qo = - Koo—i K _qm

ot

%. PROGRAMMES DE CAILCUL

La Méthode des Eléments Finis, telle qutelle a été exposde ci-dessus, a

été programmée & la Division Hélicoptéres de 1'AEROSPATIALE. Deux programmes
ont été développés, pour 1'étude du statique et du dynamique, qui, dans
la description de la structure, admettent tous deux le mlme jeu de données.
Ils disposent d'une bibliothéque comprenant des é¢léments
- longitudinaux fravaillant en tracticn-compression

plana travaillant en membrane

longitudinaux capables de flexion

~ plans capables de flexion

- volumigues

Tous deux sont capables de liaisons cinématigues entre les £€léments par
l'intermédiaire de relations lindaires.

%.1. Programme statique SOt

Lz méthode utilisée pour la résolution est l'algorithme de Cholesky.,
L'ordre des systémes & traiter et le nombre de cas de calcul ne sont pas
linités, le programme découpant la matrice en fonction de la place dispo-
nible en mémoire centrale. En fait la véritable limitation porte sur le
temps de calcul, qui se trouve notablement zugmenté par l'opération de
découpage. Afin de diminuer 1l'occupation mémoire de le matrice, un sous-
programme génére une numérotstion interne des nceuds, tranaparente pour
l'utilisateur, qui permet dans certains cas des gains de temps de 1l'ordre
de 1 & 5.

Les ¢as de calcul peuvent &tre constitués d'efforts appliqués aux nosuds,

de charges réparties sur les éléments. de contraintes thermiques, de dépla-
cements imposés aux noeuds, ou de touts combinaison de ces chargements.
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2.2. Programme dynamique S$02

Théoriquement illimité lui aussi dans sa capacité de traitement, il se
trouve lui aussi limité en pratique par le temps de calcul, l'opération
la plus longue étant la ccndensation de la matrice de rigidité. Cette
phase est effectude par étapes successives, chaque pas de calcul traitant
le nombre maximum de lignes compatible avec la zone mémoire disponible,

La recherche des éléments propres de la matrice finale peut ge faire par
trois méthodes différentes, dont la plus performante consiste en une
tridiagonalisation de Householder suivie d'un algorithme QR. Les vecteurs
propres résultant slors de l'application des transposées des matrices de
transformation,

Cette manidre de faire est insensible & l'ordre de multiplicité des
valeurs propresg, et en particulier & la présence de modeg de déplacement
en corps rigide. Le calcul de ceux-ci permet dlailleurs de vérifier que
la condensation n'e pas trop dénaturé par son imprécision le probléme

étudié, On ne deit en effet v déceler aucune déformation.

4., EXEMPLE DE CALCUL

Le calcul des modes propres de l'hélicoptére SA 341 "Gazelle" a été
effectué par les programmes décrits ci-~dessus.

FPig., 1

Le modéle, décomposé en 10 sous-structures afin de facilifer 1'idéalisa~
tion, comporiait 354 noeuds relids par 836 éléments, représentant un moddle
de 1598 degrés de libertés. Ce modéle sst visualisé sur la figure 2.

Les idéalisations de certaines sous~structures ont pu &tre contrflées par

comparaigon des fléches calculées par le programme statique avec celles
mesurées en esgsai.
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Les masges ont €té regroupdes en 45 nosuds, donmant une matrice dymamique
d'ordre 133, dont on a ¢calculé 20 modes élastiques & basse fréquence, Trois
de ces modes sont représentés sur la figure 3. Le fondamental de l'excita-
tion étant & 19 Hz (3Q ), on voit sur cette figure que les modes 3 et 9
gont preés de la résonance.

Cependant le centre rotor est quasiment sur noeud du mede 8 et celui-ci
répond peu. Par contre le déplacement en Z important du point d'excitation
sur le mode 9 montre que ce dernier participers beguccup & la réponse
globale. Si la participation de la cabine est assez faible (le mode présen~
te 2 noeuds & cet endroit), le d@éplacement vertical du plancher réservoir
est important, ce qui explique le fort niveau vibratoire rencontré en
vol sur cet élément.
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IDEALISATION DU SA 341
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